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摘要

EO(𝐺)：𝐺的所有欧拉定向组成

的集合。每条边的两端对应两

个变量。每个欧拉定向对应所

有变量的一组赋值，具体规则

是有向边指向的那一端所代表

的变量被赋值为1，而另一端被

赋值为0。

一个2d元复数值布尔函数𝑓是一个从{0,1}2d到ℂ的映

射。如果任意满足𝑓 𝛼 ≠ 0的𝛼的汉明重量（即1的

数量）均为d，𝑓则被称为EO函数。

一个#EO问题由一个EO函数集合𝑭定义。

#EO(𝑭)的定义如下：

输入: 一个定义在𝐹上的函数网格Ω = (𝐺, 𝜋)；

输出: Ω的配分函数

#EOΩ = ∑𝜎 ∈ EO(𝐺)∏𝑣 ∈ 𝑉𝑓𝑣(𝜎|𝐸(𝑣))

研究动机

1. 对于一个计数问题，研究其计算复杂性是非常

自然且有趣的。

2. #EO问题类的复杂性分类定理会为Holant问题类

的复杂性分类奠定坚实的基础，而后者是计数

问题最一般的问题框架，具备最强的表达能力。

3. #EO问题类可以在多项式归约意义下模拟所有的

布尔定义域复数值#CSP问题类，其本身就具有

极强的表达能力。

某种意义下，解决#EO是无法逃避的！

主定理

𝑭是一个EO函数集合, 则#EO(𝑭)要么在

FPNP里，要么是#P-难的。判定条件以

显式性质(QT)给出。

证明简图

#EO(𝑭)

满足 ARS [1]

在FP中
(𝑭 ⊆ 𝒜或𝒫)

#EOc(𝑭)≤𝑇#EO(𝑭)

#P-难

其余情形

在FPNP中
(𝑭满足(𝑸𝑻)条件)

基本定义

问题定义

易解类刻画

前置定义：

#𝑖(𝛼)是𝛼中𝑖的个数，𝑖=0或1。

HW=:={𝛼 ∈ 0,1 ∗|#0(𝛼)=#1(𝛼)}。

HW<, HW> 类似定义。

supp(𝑓):={𝛼 ∈ 0,1 ∗|𝑓 𝛼 ≠ 0}。

3-span(𝑓):={𝛼 ⊕ 𝛽 ⊕ 𝛾|𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈supp(𝑓)}。

(⊕:逐位异或)

一个EO函数𝑓满
足supp(𝑓)⊆HW=

三上函数: 3-span(𝑓)-supp(𝑓)⊆HW>

三下函数: 3-span(𝑓)-supp(𝑓)⊆HW<

性质 (QT):

𝐹中所有函数全是三上函数或者全是三下函数

+

额外的函数值要求

证明灵感

函数支撑集（supp）的性质非常重要！

在以往的研究中，有很多与支撑集有关的性质

导出了计数问题的多项式时间易解性。

布尔#CSP：仿射支撑集[3]

对称Holant：vanishing函数 [4]

#EO中的新易解类：三上和三下

假设所有函数都是三上的。

那么𝛼𝑓 ⊕𝛽𝑓 ⊕𝛾𝑓 ∈HW>，由于三上性质的封闭性，我们还

有𝛼𝐺 ⊕𝛽𝐺 ⊕𝛾𝐺 ∈HW>∪HW=.

但因为所有的𝑥𝑖 , 𝑦𝑗中0和1个数总是相等，且这一性质在三个

串逐位异或后仍然保持，从而得到矛盾！

因而𝛼𝑓 , 𝛽𝑓 , 𝛾𝑓中至多只有两个有效，我们可以用一个NP神谕

来找出它们。

FPNP的灵感来源：有效支撑集

开放问题

1. 以FPNP与#P为划分标准给出布尔定义域复值

Holant问题类的复杂性分类定理。

2. 搞清楚调用的NP神谕的计算复杂性。（通向

以FP与#P为划分标准的复杂性分类定理）

一个例子：𝑓56是一个56元函数，supp(𝑓56)仅包含5个串

绿色块重复4遍，蓝色块重复3遍。

是三上函数。#EO(𝑓56)在FPNP里。

对应的判定问题Edge-CSP(≠2 |𝑓56)是NP-难的还是在P里？
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一个定义在𝑭上的EO函数网格

Ω = (𝐺, 𝜋)包含一个欧拉图𝐺 =

(𝑉, 𝐸)和一个映射𝜋。其中𝜋为每

个顶点 𝑣上分配了一个𝑭中的函

数𝑓𝑣，并为其邻边规定了一个顺

序，使之一一对应于𝑓𝑣的所有变

量。

𝒜和𝒫是两个非常
著名的易解类[2]。

欧拉图：所有点的度数均为偶数的图
欧拉定向：一个欧拉定向给无向图的每条边确
定一个方向，使得每个点出度等于入度。

计数问题中表达能力最强的问题框架——复数值

Holant问题类的复杂性分类问题自提出以来已有十

五年，是精确计数领域最重要的开放问题之一。研

究者们前赴后继，完成了许多子定理的证明。而复

数权重欧拉定向计数问题类（#EO）被公认为是解

决最终问题最大的挑战之一。本文给出了 #EO问题

类的FPNP与#P二分定理，证明了一个由给定函数集

合定义的#EO问题，要么是#P难的，要么可多项式

时间图灵归约至SAT问题。这一结果给出了#EO问

题类完整的复杂性划分，并有可能最终推动Holant

问题类的复杂性分类定理的证明。基于#EO问题类

的二分定理，我们进一步给出了上偏函数、下偏函

数和单输入权重函数定义的Holant问题类的复杂性

二分定理。

右图是一个输入实例Ω.

所谓有效，是指一个变量赋值

可能对配分函数有非零贡献。

假设𝛼, 𝛽, 𝛾是三个有效赋值. 

它们限制在𝑓上分别是𝛼𝑓, 𝛽𝑓, 𝛾𝑓 .


